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1 Introduction

SoitHp I'algebre de Iwahori-Hecke associée au groppadiqueGLy(Qp). La paramétrisation de
Deligne-Langlands des représentations irréductib&ediohension finie dél, peut étre décrite de
la maniéere suivante (voiJG, L, KL2]). On considere le grouple engendré paF (= Frobenius)
etM (= monodromie) soumis a la relation

FMF~1=MP. (1)

On a alors une bijection entre les classes d’'isomorphismélgdmodules simples de dimen-
sion finie et les classes d’'isomorphisme de représentatomplexes d€ de dimensiom dans
lesquellesk est représenté par un élément semi-simgpkt M par un élément unipotent de
GLy(C). On peut écriras = exx, avecx nilpotent dangl(,(C), et I'équation (1) devient

sxs = px 2)

Il est connu que la catégority,-mod se décompose en blocs correspondant aux multi-e s oo
valeurs propres dg De plus, par induction, on peut se contenter de décrirbltes “principaux”
correspondant & un multi-ensemble de la forme

<y:{[)7"’7p?[)27"'7p27"'7pk7"'7pk7"'} (3)

ol pourk € N*, pX est répétéamy fois et ¥, me = n. En écrivantx sous sa forme de Jordan, il est
facile de voir que les classes d’isomorphisme de p&isee comme ci-dessus pour lesquelles
le spectre des est égal &% sont en bijection naturelle avec les classes d’isomorpéssae
représentations du carquois

Q: 152—-—k—---

de vecteur de dimensian = (m)x.

Ainsi, pour resumera paranétrisation de Deligne-Langlands des modules simples oaste
dans les blocs principaux depHnod est donee par les classes d'isomorphisme de éamta-
tions de Q de dimension totale n

Soit doncL un H,-module simple, ep la représentation d@ correspondante. Une question
naturelle est de savoir quelle information uest contenue dars Par exemple, peut-on calculer
la dimension dd. ou son caractere a partir ¢ge? La réponse est oui, mais c’est compliqué, et
assez indirect. Apres avoir rappelé comment on procfedproposerai une autre méthode dans
laguelle on remplacp par une représentation de I'algebre préprojectivde



2 Analogue p-adique de la conjecture de Kazhdan-Lusztig

Fixons un vecteur de dimension pour Q et notons%n, le bloc correspondant dd,-mod. On
introduit I'espace affine

Em = EPHomg (C™,C™1)

k>1

des représentations @@de vecteur de dimensiom. Le groupeGy, = [x GL(C™) agit surEp
“par conjugaison”, et deux points @&, sont sur la méme&,-orbite si et seulement si ils donnent
des représentations eisomorphes. Ainsi chague module simpldans le blocZ, est associée
a uneGp,-orbite & deEy,, et on noterd. = L.

Il se trouve que le bloek,, contient aussi une famille de modules induits, appelésutesd
standard, naturellement indexés par@g-orbites deEy,. On les noter&s,. Le caractere d&y,
est connu et facile a calculer, et tout revient donc a exerile caractere d’'un module simple
comme une combinaison linéaire de caractéres de modaledasd. Zelevinsky a conjecturé que
les coefficients de cette combinaison linéaire étaieminée par la geomeétrie des fermetur@s
desGn-orbites EZ]. Comme les variétés de Schubert, les varigiesont en général singulieres.
Si &' est contenue dans la fermeture de on notex,c(&, 0") la caractéristique d’Euler de la
cohomologie d’intersection locale d& en un point deZ’. La conjecture de Zelevinsky dit alors
gue, dans le groupe de Grothendieck#g,

[Sor] = ;ch(@ J') Lol (4)
Cette conjecture a été prouvée par Ginzb@e].
Pour en déduirdL ], il faut donc calculer la cohomologie d’intersection detésules variétés

0’ telles qued’ C O, puis inverser le systéme linéaire (4). C’est pourquocgasidere cette
reponse comme compliquée et indirecte.

3 Algebre préprojective

On introduit le carquoi€) obtenu en rajoutant @ des fleches allant de droite & gauche

_ aj o O_g O
Q: 152S...5k—-1S kSk+ls--
a1 o2 Ok-1 Ok

L'espace affine
Em = @ (Homc (C™,C™1) @ Homg (C™+,C™))
k>1

est la variété des représentationsQlde vecteur de dimensian = (Imy)x.
On notel I'idéal bilatere de I'algébr&Q des chemins sup engendré par les éléments

ajon, ;00— 0107, ..., OgOk— Ok_10§ 1, --..

L'algebre préprojective est I'algebre quotieht= CQ/I. La variété des représentations Aele
dimensionm est la variété affine

/\m = {X: (ng,Xa;)k 6 Em | Xgi*Xal - 0, ceey Xa;ng _Xak_lXa;_l = O, . }

L'action du groupeG, sur Ep, se prolonge naturellementB,, et préserve la sous-variefg,,.
Mais, alors queE,, se décompose en un nombre fini d’orbites sous l'actiosgela varieteAn,
contient en général un nombre infini &g, -orbites.
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On a une projection naturellg : Am — Em donnée panm((Xg,, Xa; k) = (X )k Lusztig a
montré que pour toute orbi€ de En,, la sous-variété

Z/j = Tl(ﬁ)

est une composante irréductible Ag. Par exemple, s est I'orbite ouverteZ,; n'est autre que
Em, et si¢ est l'orbite nulleZ, s'identifie a la variétéds,, des représentations de dimensiardu
carguois

Ainsi, on a une nouvelle paramétrisatidn— Lz desHy-modules simples du blo&, par les
composantes irréeductibles de la vari®g. |l me semble que cette paramétrisation présente des
avantages, et je vais maintenant expliquer pourquoi.

4 A-modules rigides

J'ai dit que/n, avait en général un nombre infini d'orbites. Certainesetecomposantes irréduc-
tibles ont toutefois un nombre fini d’'orbites, par exemilg et E;;,. Ces composantes ont alors
nécessairement une orbite ouverte.

Il se trouve qu'on peut caractériser de maniere homologites A-modulesx € A, dont
I'orbite sousGy, est ouverte. Ce sont les modules rigides, c'est a dire teds q

Extk (x,X) = 0.

Dans ce cas il est raisonnable de pensemxast un bon “représentant” de sa composante irréductible.

Posonsv, = @ C™ et voyons-le comme un espace vectoriel gradué doktiéane com-
posante homogene e§t™. Notons.%,, la variété des drapeaux (complets) de sous-espaces
gradués dé/m, et #mx la sous-variété de#,, formée des drapeaux laissés stablespade
propose la

Conjecture 1 Soit xe Ay, un module rigide, Z sa composante&ductible, et k& le H,-module
correspondant. On a
d|m LZ - X(ﬁm,x)7

ou x désigne la caradristique d’Euler (ordinaire).

On peut raffiner cette conjecture en une formule de camcBuour cela rappelons comment on
définit le caractere d’'uil,-module. L'algébreH,, contient une sous-algébre commutative maxi-
male engendrée par des élemeqtsl < i < n) correspondant aux poidsde la représentation na-
turelle deGL,(C). PourM € Hy,-mod, on a une décomposition en sous-espaces propresagjeas

Y

ou poury = (y) € C" on pose
M[y] = {me M | pour touti, (X, — y)“m= 0 pourk; > 0}.

Lesy pour lesquelM|y] # 0 s’appellent les poids dd. On définit alors le caractére formel de
par
ch(M) = Z dimMly]y.
Y

3



Revenons maintenant au bloc principal,. 1l est facile de voir quevl appartient a ce bloc
si et seulement si tous ses poids sont des permutations disemsémble de I'équation (3),
autrement dit sont de la forme= (p%), ol la suited = (d;) contient, pour chaquk, my termes
égaux &. Pour une telle suite jécrira¥i[d] au lieu deM|y].

Par ailleurs, on dira gu’un drapeau de sous-espaces graélg est de typel si il admet une
base adaptégh;) telle queb; est de degrél; pour touti. Notons.%m x[d] la sous-variété de#n, x
formée des drapeaux de tyge

Conjecture 2 Soit xe Ay, un module rigide, Z sa composante&ductible, et k& le H,-module
correspondant. On a, pour toute sude

dimLz[d] = x(Zmx[d]).

Example 3 Prenonsmy =1, mp =2, mg =1, my =0 (k> 4). Soitp la représentation d@ de
dimensionm donnée par:
0
<O> 0 1)

cC — C? — =C

Soit 0 la Gy, orbite dep, Z, la composante irréductible dg,, correspondante. LA-modulex:

0

0 (0 1
cC — C¢? — C
— —

o )

est rigide surZ,. On voit facilement que la variet&, x se décompose en 4 sous-variétés, a
savoir, les variétés?ny «[1,2,3,2] et #m«[3,2,1,2] qui sont réduites a un point, et les variétés
Fmx|1,3,2,2] et Fmx[3,1,2,2] qui sont isomorphes a des droites projectives. Dans celaas,

conjecture est vérifiée (voir plus bas). AinsiHa-module correspondant est de dimension 6, et
son caractere est égal a

11,2,3,2] +[3,2,1,2] + 2[1,3,2,2] + 2[3,1,2,2)],
en écrivanti, j,k, 1] au lieu delp', p!, p¥, p']. O

Sur quoi reposent ces conjectures ? L'idée est la suiv@ué.n I'algebre de Lie des matri-
ces triangulaires supérieures strictes de taiileLusztig a donné 2 constructions géomeétriques
de l'algébre enveloppantd (n). La premiére est en termes de faisceaux constructiBigs
équivariants sur les variét&s,, et elle conduit & une bag&dite canonique de (n). La deuxieme
est en termes de fonctions constructib&g-equivariantes sur les variétés, et elle conduit a
une base& dite semi-canonique dé(n). SoitU (n)* le dual gradué de& (n). On dispose donc de
deux base8* etS* deU (n)*.

Simest suffisamment grand (supérieur au nombre de compogaaresulles dem), on peut
identifier le groupe de Grothendieck (complexifié) du bl#gg, au sous-espace de poidsde
U(n)*. En effet, le theoreme de Gabriel montre que ces deux espaectoriels ont la méme
dimension. L'équation (4) montre alors que si I'on ideetifés classes des modules standard aux
élements d’'une base de Poincaré-Birkoff-Witt dualerappée, les classes des modules simples
s'identifient aux éléments de la baBede ce sous-espace. En effet, les coefficients de la matrice
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de passage entre ces deux bases sont donnés par les méersgeii’, ¢’). Soit alorsM € %,
et Yy I'elément deU (n)* correspondant. On peut vérifidrd] que

dimM[d] = Y (eq), 5)

ou pourd = (d;), on noteey le produitey, ey, - - - de générateurs de Chevalleydén).
Dans la deuxieme construction de Lusztig, le prodyis’identifie a la fonction constructible
sur/\y, donnée par
X— X(Fmx[d]).

Par ailleurs, poux € Ay, on a la forme linéairé, € U (n)* qui & une fonction constructiblé sur
Am associe sa valeur ea Ainsi

(€&d) = X(Fmx[d])-

Les éléments de la ba§e sont justement de telles formes linéaires. Plus prawési, sur chaque
composante irréductiblg de A, on choisit un “point génériqueXz et I'éléement deS* est égal a
dy,. SiZ a une orbite ouverte, les points de cette orbite sont gus, autrement dit, siest un
module rigidedy appartient & .

Cette discussion montre que la Conjecture 2 est équiwabelat conjecture suivante, formulée
dans un travail commun avec Christof Geiss et Jan Sch@esp].

Conjecture 4 Soit x unA-module rigide. LElementdy de la base semi-canonique duale &p-
partient aussi la base canonique duale’B

Nous avons prouvé la Conjecture 4 dans certains cas pat&uSupposons qua = (Imy)
ait au plus 4 composantes, non nulles. AlorsA\y, na qu'un nombre fini d’orbites (cela vient
de ce que l'algébre préprojective de typgest de type de représentation fini). Dans ce cas nous
avons montré quB* = S* [GLS1]. Plus généralement, gi n'a aucun groupe de 5 composantes
consécutives toutes non nulles, on peut se ramener atdisit précédente.

Récemment, nous avons démontré que, dans l'identdicataturelle d& (n)* avec I'algébre
C|[N] des fonctions polynomiales sur le groupe des matricesiangulaires, lesy pour x rigide
s’'identifient aux mondmes cluster de Fomin et ZelevinskinsAil existe un algorithme combi-
natoire, basé sur les mutations de cluster, pour calcakecéractéristiques d’Eulgf(-#m «[d])
lorsquex est rigide.

5 Cas ¢néral

Dans [GLS1] nous avons montré qu’en général les baSest B* different. Voici, apparemment,
le plus petit exemple.

Example 5 Soitm = (2,4,4,4,2,0,...). Soitp la représentation d® de dimensiorm donnée
par

10 0 0O 0 0O
0 1 0 00O 0 00O 1 000
0O 0 010 0010 (O 10 0)
00 0 0 01 0 0O
C2 — c4 — ct — c* — C?

Soit & I'orbite de p, Z la composante irréductible d&,, associée. L'élement d& indexé parz
est la somme de deux éléementsBie
Le Hig-module irréductible correspondant est de dimension &B4960 !! &
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Il se trouve que dans I'exemple ci-dessus, et aussi danfrelkaexemples similaires, on peut trou-
ver un pointx de Z tel quedy soit I'elément deB* voulu. Evidemment, puisque & n'appartient
pas aSf, le pointx n'est pas générique s&. Néanmoins, le résultat de la Conjecture 2 reste
valable pour ce choix de

On peut donc espérer qu'il existe sur toute composargeluctibleZ de A, un “bon repré-
sentant”x qui fasse fonctionner les conjectures. Cela donnerait ongalle approche de la base
canonique, en termes deet de fonctions constructibles.

References

[CG] N. CHRISS, V. GINZBURG, Representation theory and complex geomeigkhauser 1997.

[GLS1] C. GEIss, B. LECLERC, J. SSHROER, Semicanonical bases and preprojective algeprasn. Scient. Ec. Norm. Sui38
(2005), 193-253.

[GLS2] C. GEIss, B. LECLERC, J. SSHROER, Rigid modules over preprojective algebrd&eprint 2005.

[KL1] D. KAZHDAN, G. LUSZTIG, Equivariant K-theory and representations of Hecke algsebHa Inventiones Math80 (1985),
209-231.

[KL2] D. KAzZHDAN, G. LuszTIG, Proof of the Deligne-Langlands conjecture for Hecke algshinventiones Math80 (1985),
209-231.

[Le] B. LECLERC Dual canonical bases, quantum shuffles and g-charachesh. Z.246(2004), 691-732.

[L] G. LuszTIG, Some examples of square integrable representations o$sephé p-adic groupsTrans. A.M.S277(1983),
623-653.

[Z] A. ZELEVINSKY, A p-adic analogue of the Kazhdan-Lusztig conjecténkts. Anal. Prilozh15 (1981), 9-21.



