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1 Introduction

SoitHn l’algèbre de Iwahori-Hecke associée au groupep-adiqueGLn(Qp). La paramétrisation de
Deligne-Langlands des représentations irréductibles de dimension finie deHn peut être décrite de
la manière suivante (voir [CG, L , KL2 ]). On considère le groupeΓ engendré parF (= Frobenius)
et M (= monodromie) soumis à la relation

FMF−1 = Mp. (1)

On a alors une bijection entre les classes d’isomorphisme deHn-modules simples de dimen-
sion finie et les classes d’isomorphisme de représentations complexes deΓ de dimensionn dans
lesquellesF est représenté par un élément semi-simples et M par un élément unipotentu de
GLn(C). On peut écrireu = expx, avecx nilpotent dansgln(C), et l’équation (1) devient

sxs−1 = px. (2)

Il est connu que la catégorieHn-mod se décompose en blocs correspondant aux multi-ensembles de
valeurs propres des. De plus, par induction, on peut se contenter de décrire lesblocs “principaux”
correspondant à un multi-ensemble de la forme

S = {p, . . . , p, p2, . . . , p2, . . . , pk, . . . , pk, . . .} (3)

où pourk ∈ N∗, pk est répétémk fois et∑k mk = n. En écrivantx sous sa forme de Jordan, il est
facile de voir que les classes d’isomorphisme de paires(s,x) comme ci-dessus pour lesquelles
le spectre des est égal àS sont en bijection naturelle avec les classes d’isomorphismes de
représentations du carquois

Q : 1→ 2→ ··· → k→ ···

de vecteur de dimensionm = (mk)k.
Ainsi, pour résumer,la paraḿetrisation de Deligne-Langlands des modules simples contenus

dans les blocs principaux de Hn-mod est donńee par les classes d’isomorphisme de représenta-
tions de Q de dimension totale n.

Soit doncL un Hn-module simple, etρ la représentation deQ correspondante. Une question
naturelle est de savoir quelle information surL est contenue dansρ . Par exemple, peut-on calculer
la dimension deL ou son caractère à partir deρ ? La réponse est oui, mais c’est compliqué, et
assez indirect. Après avoir rappelé comment on procède,je proposerai une autre méthode dans
laquelle on remplaceρ par une représentation de l’algèbre préprojective deQ.
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2 Analoguep-adique de la conjecture de Kazhdan-Lusztig

Fixons un vecteur de dimensionm pour Q et notonsBm le bloc correspondant deHn-mod. On
introduit l’espace affine

Em =
⊕

k>1

HomC(Cmk,Cmk+1)

des représentations deQ de vecteur de dimensionm. Le groupeGm = ∏k GL(Cmk) agit surEm

“par conjugaison”, et deux points deEm sont sur la mêmeGm-orbite si et seulement si ils donnent
des représentations deQ isomorphes. Ainsi chaque module simpleL dans le blocBm est associée
à uneGm-orbiteO deEm, et on noteraL = LO .

Il se trouve que le blocBm contient aussi une famille de modules induits, appelés modules
standard, naturellement indexés par lesGm-orbites deEm. On les noteraSO . Le caractère deSO

est connu et facile à calculer, et tout revient donc à exprimer le caractère d’un module simple
comme une combinaison linéaire de caractères de modules standard. Zelevinsky a conjecturé que
les coefficients de cette combinaison linéaire étaient donnés par la géométrie des fermeturesO

desGm-orbites [Z]. Comme les variétés de Schubert, les variétésO sont en général singulières.
Si O ′ est contenue dans la fermeture deO, on noteχIC(O,O ′) la caractéristique d’Euler de la
cohomologie d’intersection locale deO en un point deO ′. La conjecture de Zelevinsky dit alors
que, dans le groupe de Grothendieck deBm,

[SO ′ ] = ∑
O

χIC(O,O ′) [LO ]. (4)

Cette conjecture a été prouvée par Ginzburg [CG].
Pour en déduire[LO ], il faut donc calculer la cohomologie d’intersection de toutes les variétés

O ′ telles queO ′ ⊂ O, puis inverser le système linéaire (4). C’est pourquoi jeconsidère cette
réponse comme compliquée et indirecte.

3 Algèbre préprojective

On introduit le carquoisQ obtenu en rajoutant àQ des flèches allant de droite à gauche

Q : 1
α∗1
⇆
α1

2
α∗2
⇆
α2

· · ·⇆ k−1
α∗k−1

⇆
αk−1

k
α∗k
⇆
αk

k+1 ⇆ · · ·

L’espace affine
Em =

⊕

k>1

(HomC(Cmk,Cmk+1)⊕HomC(Cmk+1,Cmk))

est la variété des représentations deQ de vecteur de dimensionm = (mk)k.
On noteI l’idéal bilatère de l’algèbreCQ des chemins surQ engendré par les éléments

α∗1α1, α∗2α2−α1α∗1 , . . . , α∗k αk−αk−1α∗k−1, . . . .

L’algèbre préprojective est l’algèbre quotientΛ = CQ/I . La variété des représentations deΛ de
dimensionm est la variété affine

Λm = {x = (xαk,xα∗k )k ∈ Em | xα∗1 xα1 = 0, . . . , xα∗k xαk−xαk−1xα∗k−1
= 0, . . .}.

L’action du groupeGm sur Em se prolonge naturellement àEm et préserve la sous-variétéΛm.
Mais, alors queEm se décompose en un nombre fini d’orbites sous l’action deGm, la variétéΛm

contient en général un nombre infini deGm-orbites.
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On a une projection naturelleπ : Λm → Em donnée parπ((xαk ,xα∗k )k) = (xαk)k. Lusztig a
montré que pour toute orbiteO deEm, la sous-variété

ZO = π−1(O)

est une composante irréductible deΛm. Par exemple, siO est l’orbite ouverteZO n’est autre que
Em, et siO est l’orbite nulleZO s’identifie à la variétéE∗m des représentations de dimensionm du
carquois

Q∗ : 1← 2← ··· ← k← ···

Ainsi, on a une nouvelle paramétrisationZ 7→ LZ desHn-modules simples du blocBm par les
composantes irréductibles de la variétéΛm. Il me semble que cette paramétrisation présente des
avantages, et je vais maintenant expliquer pourquoi.

4 Λ-modules rigides

J’ai dit queΛm avait en général un nombre infini d’orbites. Certaines de ses composantes irréduc-
tibles ont toutefois un nombre fini d’orbites, par exempleEm et E∗m. Ces composantes ont alors
nécessairement une orbite ouverte.

Il se trouve qu’on peut caractériser de manière homologique lesΛ-modulesx ∈ Λm dont
l’orbite sousGm est ouverte. Ce sont les modules rigides, c’est à dire tels que

Ext1Λ(x,x) = 0.

Dans ce cas il est raisonnable de penser quexest un bon “représentant” de sa composante irréductible.
PosonsVm =

⊕

k Cmk et voyons-le comme un espace vectoriel gradué dont lak-ième com-
posante homogène estCmk. NotonsFm la variété des drapeaux (complets) de sous-espaces
gradués deVm, et Fm,x la sous-variété deFm formée des drapeaux laissés stables parx. Je
propose la

Conjecture 1 Soit x∈ Λm un module rigide, Z sa composante irréductible, et LZ le Hn-module
correspondant. On a

dimLZ = χ(Fm,x),

où χ désigne la caract́eristique d’Euler (ordinaire).

On peut raffiner cette conjecture en une formule de caractère. Pour cela rappelons comment on
définit le caractère d’unHn-module. L’algèbreHn contient une sous-algèbre commutative maxi-
male engendrée par des élémentsXi (16 i 6 n) correspondant aux poidsεi de la représentation na-
turelle deGLn(C). PourM ∈Hn-mod, on a une décomposition en sous-espaces propres gén´eralisés

M =
⊕

γ
M[γ ],

où pourγ = (γi) ∈ Cn on pose

M[γ ] = {m∈M | pour touti,(Xi− γi)
ki m= 0 pourki ≫ 0}.

Lesγ pour lesquelsM[γ ] 6= 0 s’appellent les poids deM. On définit alors le caractère formel deM
par

ch(M) = ∑
γ

dimM[γ ]γ .
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Revenons maintenant au bloc principalBm. Il est facile de voir queM appartient à ce bloc
si et seulement si tous ses poids sont des permutations du multi-ensembleS de l’équation (3),
autrement dit sont de la formeγ = (pdi ), où la suited = (di) contient, pour chaquek, mk termes
égaux àk. Pour une telle suite j’écriraiM[d] au lieu deM[γ ].

Par ailleurs, on dira qu’un drapeau de sous-espaces gradués deVm est de typed si il admet une
base adaptée(bi) telle quebi est de degrédi pour touti. NotonsFm,x[d] la sous-variété deFm,x

formée des drapeaux de typed.

Conjecture 2 Soit x∈ Λm un module rigide, Z sa composante irréductible, et LZ le Hn-module
correspondant. On a, pour toute suited,

dimLZ[d] = χ(Fm,x[d]).

Example 3 Prenonsm1 = 1, m2 = 2, m3 = 1, mk = 0 (k > 4). Soit ρ la représentation deQ de
dimensionm donnée par:

(

0
0

)

(

0 1
)

C −→ C2 −→ C

SoitO la Gm orbite deρ , ZO la composante irréductible deΛm correspondante. LeΛ-modulex:
(

0
0

)

(

0 1
)

C −→ C2 −→ C

←− ←−
(

1 0
)

(

0
0

)

est rigide surZO . On voit facilement que la variétéFm,x se décompose en 4 sous-variétés, à
savoir, les variétésFm,x[1,2,3,2] et Fm,x[3,2,1,2] qui sont réduites à un point, et les variétés
Fm,x[1,3,2,2] et Fm,x[3,1,2,2] qui sont isomorphes à des droites projectives. Dans ce cas,la
conjecture est vérifiée (voir plus bas). Ainsi leH4-module correspondant est de dimension 6, et
son caractère est égal à

[1,2,3,2]+ [3,2,1,2]+2[1,3,2,2]+2[3,1,2,2],

en écrivant[i, j,k, l ] au lieu de[pi , p j , pk, pl ]. 3

Sur quoi reposent ces conjectures ? L’idée est la suivante.Soit n l’algèbre de Lie des matri-
ces triangulaires supérieures strictes de taillem. Lusztig a donné 2 constructions géométriques
de l’algèbre enveloppanteU(n). La première est en termes de faisceaux constructiblesGm-
équivariants sur les variétésEm, et elle conduit à une baseB dite canonique deU(n). La deuxième
est en termes de fonctions constructiblesGm-équivariantes sur les variétésΛm et elle conduit à
une baseSdite semi-canonique deU(n). SoitU(n)∗ le dual gradué deU(n). On dispose donc de
deux basesB∗ etS∗ deU(n)∗.

Si m est suffisamment grand (supérieur au nombre de composantesnon nulles dem), on peut
identifier le groupe de Grothendieck (complexifié) du blocBm au sous-espace de poidsm de
U(n)∗. En effet, le théorème de Gabriel montre que ces deux espaces vectoriels ont la même
dimension. L’équation (4) montre alors que si l’on identifie les classes des modules standard aux
éléments d’une base de Poincaré-Birkoff-Witt duale appropriée, les classes des modules simples
s’identifient aux éléments de la baseB∗ de ce sous-espace. En effet, les coefficients de la matrice
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de passage entre ces deux bases sont donnés par les mêmes entiersχIC(O,O ′). Soit alorsM ∈Bm

et ψM l’élément deU(n)∗ correspondant. On peut vérifier [Le] que

dimM[d] = ψM(ed), (5)

où pourd = (di), on noteed le produited1ed2 · · · de générateurs de Chevalley deU(n).
Dans la deuxième construction de Lusztig, le produited s’identifie à la fonction constructible

surΛm donnée par
x 7→ χ(Fm,x[d]).

Par ailleurs, pourx∈ Λm on a la forme linéaireδx ∈U(n)∗ qui à une fonction constructiblef sur
Λm associe sa valeur enx. Ainsi

δx(ed) = χ(Fm,x[d]).

Les éléments de la baseS∗ sont justement de telles formes linéaires. Plus précisément, sur chaque
composante irréductibleZ deΛm on choisit un “point générique”xZ et l’élément deS∗ est égal à
δxZ . Si Z a une orbite ouverte, les points de cette orbite sont génériques, autrement dit, six est un
module rigideδx appartient àS∗.

Cette discussion montre que la Conjecture 2 est équivalente à la conjecture suivante, formulée
dans un travail commun avec Christof Geiss et Jan Schröer [GLS2].

Conjecture 4 Soit x unΛ-module rigide. L’́elémentδx de la base semi-canonique duale S∗ ap-
partient aussìa la base canonique duale B∗.

Nous avons prouvé la Conjecture 4 dans certains cas particuliers. Supposons quem = (mk)
ait au plus 4 composantesmk non nulles. AlorsΛm n’a qu’un nombre fini d’orbites (cela vient
de ce que l’algèbre préprojective de typeA4 est de type de représentation fini). Dans ce cas nous
avons montré queB∗ = S∗ [GLS1]. Plus généralement, sim n’a aucun groupe de 5 composantes
consécutives toutes non nulles, on peut se ramener à la situation précédente.

Récemment, nous avons démontré que, dans l’identification naturelle deU(n)∗ avec l’algèbre
C[N] des fonctions polynomiales sur le groupe des matrices unitriangulaires, lesδx pourx rigide
s’identifient aux monômes cluster de Fomin et Zelevinsky. Ainsi il existe un algorithme combi-
natoire, basé sur les mutations de cluster, pour calculer les caractéristiques d’Eulerχ(Fm,x[d])
lorsquex est rigide.

5 Cas ǵenéral

Dans [GLS1] nous avons montré qu’en général les basesS∗ et B∗ diffèrent. Voici, apparemment,
le plus petit exemple.

Example 5 Soit m = (2,4,4,4,2,0, . . .). Soit ρ la représentation deQ de dimensionm donnée
par









1 0
0 1
0 0
0 0

















0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

















0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









(

1 0 0 0
0 1 0 0

)

C2 −→ C4 −→ C4 −→ C4 −→ C2

Soit O l’orbite deρ , Z la composante irréductible deΛm associée. L’élément deS∗ indexé parZ
est la somme de deux éléments deB∗.

Le H16-module irréductible correspondant est de dimension 814 773 960 !! 3
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Il se trouve que dans l’exemple ci-dessus, et aussi dans d’autres exemples similaires, on peut trou-
ver un pointx deZ tel queδx soit l’élément deB∗ voulu. Evidemment, puisque ceδx n’appartient
pas àS∗, le point x n’est pas générique surZ. Néanmoins, le résultat de la Conjecture 2 reste
valable pour ce choix dex.

On peut donc espérer qu’il existe sur toute composante irr´eductibleZ de Λm un “bon repré-
sentant”x qui fasse fonctionner les conjectures. Cela donnerait une nouvelle approche de la base
canonique, en termes deΛ et de fonctions constructibles.
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