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A la mémoire d’Alain Lascoux (1944–2013)



Il est extrêmement utile de connaı̂tre les vraies origines des
découvertes mémorables.

Ce n’est pas tant pour pouvoir attribuer à chacun ses propres
découvertes, que pour étendre l’art de faire des découvertes en
en considérant des exemples remarquables.

G. W. Leibniz,
Historia et Origo Calculi Differentialis.







L’espace projectif

P(Cn) = {D ⊂ Cn | dim(D) = 1}.
Fixons H ⊂ Cn, dim(H) = n−1.

Alors Ωn−1 := {D ∈ P(Cn) | dim(D∩H) = 0} ∼= Cn−1, et
P(Cn) = Ωn−1tP(H).

D’où la décomposition cellulaire :
P(Cn) = Ωn−1tΩn−2t·· ·tΩ1tΩ0, avec Ωi

∼= Ci ∼= R2i .

Nombres de Betti : βj =

{
1 si j = 0,2, . . . ,2(n−1),
0 sinon.

Soit Xi := Ωn−1−i . On a H2i(P(Cn)) = Z[Xi ], où [Xi ] est la
classe fondamentale de Xi .

Homomorphisme d’anneaux Φ : Z[x ]� H∗(P(Cn)) donné par
Φ(x) = [X1] et Ker(Φ) = (xn).
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La Grassmannienne

G(m,Cn) = {W ⊂ Cn | dim(W ) = m}.
Fixons 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ ·· · ⊂ Vn−1 ⊂ Vn = Cn, dim(Vi) = i .
Soit n−m ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ ·· · ≥ λm ≥ 0. On définit :
Xλ := {W ∈G(m,Cn) | dim(W ∩Vn−m+i−λi

)≥ i , 1≤ i ≤m}.
Xλ est une sous-variété de codimension |λ |= ∑i λi (variété de
Schubert).

On a : H2i(G(m,Cn)) =
⊕
|λ |=i

Z[Xλ ].

Homomorphisme d’anneaux
Φm : Z[x1, . . . ,xm]Sm � H∗(G(m,Cn)).

[Xλ ] = Φm(sλ ), où sλ (x1, . . . ,xm) = det
(

xλi+i−1
j

)
/det

(
x i−1

j

)
,

(polynôme de Schur).



La Grassmannienne

G(m,Cn) = {W ⊂ Cn | dim(W ) = m}.

Fixons 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ ·· · ⊂ Vn−1 ⊂ Vn = Cn, dim(Vi) = i .
Soit n−m ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ ·· · ≥ λm ≥ 0. On définit :
Xλ := {W ∈G(m,Cn) | dim(W ∩Vn−m+i−λi

)≥ i , 1≤ i ≤m}.
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Schubert).

On a : H2i(G(m,Cn)) =
⊕
|λ |=i

Z[Xλ ].

Homomorphisme d’anneaux
Φm : Z[x1, . . . ,xm]Sm � H∗(G(m,Cn)).
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Classes de Chern d’un produit tensoriel

E , un fibré vectoriel complexe de rang m sur une variété X .

c(E) = 1 + c1(E) + c2(E) + · · ·+ cm(E) ∈ H∗(X ), sa classe de
Chern totale.

c(E) =
m

∏
i=1

(1 + xi), où les xi sont les racines de Chern de E .

ck (E) = ek (x1, . . . ,xm), k -ième polynôme symétrique
élémentaire en les xi .
F , un autre fibré vectoriel de rang n sur X .

c(F ) =
n

∏
i=1

(1 + yj), où les yj sont les racines de Chern de F .

Problème
Calculer les classes de Chern de E ⊗F en termes des classes de
Chern de E et de F .
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F , un autre fibré vectoriel de rang n sur X .

c(F ) =
n

∏
i=1
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(1 + yj), où les yj sont les racines de Chern de F .

Problème
Calculer les classes de Chern de E ⊗F en termes des classes de
Chern de E et de F .



Classes de Chern d’un produit tensoriel
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(1 + xi), où les xi sont les racines de Chern de E .

ck (E) = ek (x1, . . . ,xm), k -ième polynôme symétrique
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Classes de Chern d’un produit tensoriel

Les propriétés des classes de Chern impliquent :

c(E ⊗F ) =
m

∏
i=1

n

∏
j=1

(1 + xi + yj).

En particulier, la classe de Chern de degré maximum est :

cmn(E ⊗F ) = ∏
i ,j

(xi + yj) = (y1 · · ·yn)m
∏
i ,j

(1 + xi/yj).

En écrivant y∗ = (1/y1, . . . ,1/yn), on a

ek (y∗) = en−k (y)/(y1 · · ·yn).

Etant donnée une partition λ = (λ1 ≥ λ2 ≥ ·· · ≥ λm)⊆ (nm),
soit

λ
∗ := (n−λm ≥ n−λm−1 ≥ ·· · ≥ n−λ1).
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cmn(E ⊗F ) = ∏
i ,j

(xi + yj) = (y1 · · ·yn)m
∏
i ,j

(1 + xi/yj).
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Lascoux et Chern



Les géomètres algébristes, en premier lieu Grothendieck, ont introduit
le cadre adéquat pour l’étude les polynômes symétriques.

Ils ne s’en sont guère servis pour des calculs explicites, qui n’étaient
pas leur propos.

On trouve chez eux plutôt des formulations du type :

“il existe des polynômes symétriques universels ...”

Alain Lascoux,

Combinatoire et représentation du groupe symétrique, Strasbourg
1976.
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pas leur propos.

On trouve chez eux plutôt des formulations du type :
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Les géomètres algébristes, en premier lieu Grothendieck, ont introduit
le cadre adéquat pour l’étude les polynômes symétriques.
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Polynômes de Schubert

R[x ] := R[x1, . . . ,xn].

Pour 1≤ i < n, opérateur de différence divisée ∂i : R[x ]→ R[x ]

(∂i f )(x) :=
f (x1, . . . ,xi ,xi+1, . . . ,xn)− f (x1, . . . ,xi+1,xi , . . . ,xn)

xi −xi+1

Ils satisfont les relations:

∂ 2
i = 0,

∂i∂j = ∂j∂i if |i− j | ≥ 1,
∂i∂j∂i = ∂j∂i∂j if |i− j |= 1.

 opérateur bien défini ∂w pour w ∈ Sn.

y = (y1, . . . ,yn), R := Z[y ], R[x ] = Z[x ,y ].
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Schubert polynomials

w0, l’élément le plus long de Sn.

∆(x ,y) := ∏i+j≤n(xi −yj).

Définition (Lascoux-Schützenberger, 1982)

Pour w ∈ Sn, on définit

Sw (x ,y) := ∂w−1w0
(∆(x ,y)) ∈ Z[x ,y ],

où les différences divisées agissent seulement sur x .

Polynômes de Schubert simples :

Sw (x) := Sw (x ,0).
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Polynômes de Schubert (n = 3)
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• symétrie x-y : Sw (y ,x) = (−1)`(w)Sw−1(x ,y).
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Polynômes de Schubert et variété de drapeaux

Soit I l’idéal de Z[x ] engendré par les polynômes symétriques de
degré > 0. Des résultats de Borel et Bernstein, Gelfand, Gelfand
entrainent que :

H = Z[x ]/I est isomorphe à l’anneau de cohomologie de
Fl(Cn).

Les xi ’s sont les classes de Chern des fibrés en droites
quotients Vi → Vi−1.
Les Sw (x) mod I coı̈ncident avec la base des classes
fondamentales des sous-variétés de Schubert de Fl(Cn).

Problème
Calculer la classe de Chern totale du fibré tangent T de Fl(Cn)

c(T ) = ∏
i<j

(1 + xi −xj)

en termes des Sw (x).
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c(T ) = ∏
i<j

(1 + xi −xj)

en termes des Sw (x).
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Polynômes de Schubert et variété de drapeaux
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Classes de Chern de la variété de drapeaux

Soit x+ = (x1 + 1, . . . ,xn + 1) et y = (xn, . . . ,x1).

Alors

c(T ) = ∏
i<j

((1 + xi)−xj) = ∆(x+,y) = Sw0(x+,y).

En utilisant la formule de Cauchy pour les polynômes de
Schubert doubles :

Sw (a,b) = ∑
∂u∂v=∂w

Sv (a)Su−1(−b)

et :
Sw (−y)≡Sw0ww0(x) mod I ,

on obtient :

c(T )≡∑
w
Sw (x+)Sw0w (x) mod I .

Sw (x+) = Sw (x ,−1)  formule de Cauchy :
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Soit x+ = (x1 + 1, . . . ,xn + 1) et y = (xn, . . . ,x1). Alors

c(T ) = ∏
i<j

((1 + xi)−xj) = ∆(x+,y) = Sw0(x+,y).

En utilisant la formule de Cauchy pour les polynômes de
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Schubert doubles :

Sw (a,b) = ∑
∂u∂v=∂w

Sv (a)Su−1(−b)

et :
Sw (−y)≡Sw0ww0(x) mod I ,

on obtient :

c(T )≡∑
w
Sw (x+)Sw0w (x) mod I .

Sw (x+) = Sw (x ,−1)  formule de Cauchy :



Classes de Chern de la variété de drapeaux

Théorème (Lascoux 1982)
Dans l’anneau de cohomologie H ,

c(T ) = ∑
v ,w

Sv (1)Svw (x)Sw0w (x),

somme sur v ,w ∈ Sn avec `(w) = `(v) + `(vw).

Le développement monomial de Sv (x) a des descriptions
combinatoires (Billey, Fomin, Jockusch, Kirillov, Kohnert,
Lascoux, Reiner, Schützenberger, Shimozono, Stanley, Winkel).

 les entiers Sv (1) sont bien compris (formule de Macdonald).

Il n’existe pas de description combinatoire du développement
d’un produit de polynômes de Schubert.
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Lascoux, Reiner, Schützenberger, Shimozono, Stanley, Winkel).
 les entiers Sv (1) sont bien compris (formule de Macdonald).

Il n’existe pas de description combinatoire du développement
d’un produit de polynômes de Schubert.
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Polynômes de Schubert et lieu de dégénérescence

Soit h : E → F un morphisme de fibrés vectoriels sur une variété
X , et

E1 ⊂ E2 ⊂ ·· · ⊂ Em = E , F = Fn→ Fn−1→ ··· → F1

deux drapeaux de sous-fibrés et de fibrés quotients.

Etant donné des entiers r(p,q) (1≤ p ≤m, 1≤ q ≤ n), on
définit

Ωr(h) := {x ∈ X | rk(h(x) : Ep(x)→ Fq(x))≤ r(p,q),∀p,q}.

Théorème (Fulton, 1991)
Pour une fonction de rang r vérifiant des conditions appropriées, et
pour un morphisme générique h, la classe [Ωr(h)] ∈ H∗(X ) est un
polynôme de Schubert double en les racines de Chern de E et F .
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Soit h : E → F un morphisme de fibrés vectoriels sur une variété
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Pour une fonction de rang r vérifiant des conditions appropriées, et
pour un morphisme générique h, la classe [Ωr(h)] ∈ H∗(X ) est un
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Soit h : E → F un morphisme de fibrés vectoriels sur une variété
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Polynômes de Schubert et lieu de dégénérescence

William Fulton, Flags, Schubert polynomials, degeneracy loci, and
determinantal formulas, Duke Math. J. 1991.

Since the cohomology of the flag manifold is the quotient of a ring of
polynomials by an ideal generated by symmetric polynomials, a
formula for Schubert varieties, as in [BGG] or [D], is only
determined up to this ideal. Lascoux and Schützenberger introduced
Schubert polynomials as a set of representatives for these classes with
particularly nice properties. The present work can be seen as a
complete geometric vindication of their insight: the Schubert
polynomials are the only polynomials that satisfy the general
degeneracy formula.
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William Fulton, Flags, Schubert polynomials, degeneracy loci, and
determinantal formulas, Duke Math. J. 1991.

Since the cohomology of the flag manifold is the quotient of a ring of
polynomials by an ideal generated by symmetric polynomials, a
formula for Schubert varieties, as in [BGG] or [D], is only
determined up to this ideal.

Lascoux and Schützenberger introduced
Schubert polynomials as a set of representatives for these classes with
particularly nice properties. The present work can be seen as a
complete geometric vindication of their insight: the Schubert
polynomials are the only polynomials that satisfy the general
degeneracy formula.
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Le monoı̈de plaxique

A = (a < b < c < · · ·), un alphabet ordonné de variables
non-commutatives.

A∗, le monoı̈de libre sur A.

Définition
Le monoı̈de plaxique Pl(A) est le quotient A∗/≡, où ≡ est la
congruence engendrée par les relations de Knuth :

xzy ≡ zxy (x ≤ y < z ∈ A),

yxz ≡ yzx (x < y ≤ z ∈ A).

Robinson-Schensted, Knuth:
 chaque classe plaxique contient un unique tableau de Young.

 produit associatif sur l’ensemble des tableaux de Young.
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La conjecture de Foulkes

Les polynômes de Kostka-Foulkes Kλ µ (q) sont définis par

sλ (x) = ∑
µ

Kλ µ (q)Pµ (q;x),

où les Pµ (q;x) sont les polynômes de Hall-Littlewood.

Problème (Foulkes, 1974)

Montrer que Kλ µ (q) ∈ N[q]

en exhibant une statistique combinatoire
T 7→ c(T ) sur l’ensemble des tableaux de Young de forme λ et de
poids µ , telle que :

Kλ µ (q) = ∑
T∈Tab(λ ,µ)

q c(T ).
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où les Pµ (q;x) sont les polynômes de Hall-Littlewood.
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Cyclage et charge

La relation de conjugaison dans un monoı̈de M est
l’équivalence ∼ engendrée par: uv ∼ vu, (u,v ∈M ).

Dans le monoı̈de plaxique Pl(A), les classes de conjugaison sont
les ensembles Tab(·,µ) de tableaux de Young de poids µ .

Théorème (Lascoux-Schützenberger, 1978)

• Il existe une statistique T 7→ co(T ) sur Tab(·,µ) telle que

co(R) = 0 pour l’unique tableau ligne R ∈ Tab(·,µ).

Soit x la première lettre de la première ligne du tableau T 6= R,
de sorte que T = xw . Soit T ′ l’unique tableau dans la classe
plaxique de wx . Alors co(T ) = co(T ′) + 1.

• Soit c(T ) := max{co(U) | U ∈ Tab(·,µ)}− co(T ). Alors c(T ) est
la statistique recherchée.
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Le monoı̈de plaxique (suite)

Marcel-Paul Schützenberger, in Pour le monoı̈de plaxique, une lettre à
G.-C. Rota, 1995.

En des lieux divers (le Japon, Strasbourg, le MIT, Marne-la-Vallée),
les mathématiciens qui développent la théorie des groupes quantiques
ont retrouvé le monoı̈de plaxique ou l’un de ses quotients comme cas
particuliers de leurs constructions: quand, dans leur poétique, ils font
tendre la température q vers 0 pour les cristalliser.

J.-Y. Thibon et B. Leclerc remontent les grands fleuves de ce continent
qu’ils sont en train de découvrir. A. Lascoux organise l’expédition
que je regarde partir de mon hamac, entre deux palétuviers dans
l’estuaire.
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LLT au travail



Polynômes LLT

On peut écrire

Q′µ (q;x) = ∑
λ

Kλ ,µ (q)sλ (x),

où Q′µ (q;x) est le polynôme de Hall-Littlewood modifié.

Q′µ (1;x) = ∏
k

hµk (x), ainsi Q′µ (q;x) est un q-analogue d’un

produit de polynômes symétriques complets.

Les polynômes LLT sont des généralisations des Q′µ (q;x)
donnant des q-analogues de produits de polynômes de Schur.

Ils sont définis combinatoirement en termes de tableaux de
rubans.
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Q′µ (1;x) = ∏
k

hµk (x), ainsi Q′µ (q;x) est un q-analogue d’un
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Polynômes LLT

On peut écrire
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Un tableau de 4-rubans de spin 9
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Tableaux de rubans et polynômes symétriques

Etant donné des partitions λ (1), . . . ,λ (n), il existe une unique
partition λ dont le n-quotient est (λ (1), . . . ,λ (n)).

On a :

s
λ (1)(x) · · ·s

λ (n)(x) = ∑
µ

|Tabn(λ ,µ)|mµ (x)

= ∑
T∈Tabn(λ ,·)

xT .

Théorème (Lascoux-L-Thibon, 1997)

Définissons : G(λ
(1), . . . ,λ (n);q;x) := ∑

T∈Tabn(λ ,·)
q spin(T )xT .

• G(λ (1), . . . ,λ (n);q;x) est un polynôme symétrique.

• G((µ1), . . . ,(µn);q;x) = Q′µ (q;x).
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Polynômes LLT (suite)

Ecrivons : G(λ
(1), . . . ,λ (n);q;x) := ∑

ν

cν

λ (1)···λ (n)(q)sν (x).

cν

λ (1)···λ (n)(q) est un polynôme de Kazhdan-Lusztig parabolique
de type affine A (L-Thibon, 1998).

 cν

λ (1)···λ (n)(q) ∈ N[q] (Kashiwara-Tanisaki, 1999).

Haglund, Haiman et Loehr ont généralisé les polynômes LLT aux
formes gauches λ/µ .

Développement combinatoire des polynômes de Macdonald en
termes de LLT généralisés (Haglund-Haiman-Loehr, 2005).

Positivité des LLT généralisés nouvelle preuve de la positivité
des (q, t)-polynômes de Kostka (Haiman-Grojnowski, 2008).
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