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1l est extrémement utile de connaitre les vraies origines des
découvertes mémorables.

Ce n’est pas tant pour pouvoir attribuer a chacun ses propres
découvertes, que pour étendre I’art de faire des découvertes en
en considérant des exemples remarquables.
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Lespace projectif

P(C")={Dc C"|dim(D)=1}.

Fixons H C C", dim(H) =n—1.

Alors Q1 :={D € P(C") | dim(DNH) =0} = C" ', et
P(C") = Qp_1 UP(H).

D’ou la décomposition cellulaire :

P(C") = Qp1UQp oll---UQiUQy, avec Q;=C/=R?.
Nombres de Betti : §; = {:) 1= szsvir.lic;r;.z(n_ 2

Soit X; := Qp_1_;. Ona H?(P(C")) = Z[X;], o [X{] est la
classe fondamentale de X;.

Homomorphisme d’anneaux & : Z[x] — H*(P(C")) donné par
d(x) = [Xi] et Ker(P) = (x").
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La Grassmannienne

@ G(m,C")={W c C"|dim(W) = m}.
@ Fixons0=VycVijC---C V1 CVp=C"dim(V;)=1.
@ Soitn—m>A1 > A >--- > Ay > 0. On définit :
Xy ={WeG(m,C") |dim(WNV,_pmijp) =i, 1<i<m}
@ X est une sous-variété de codimension |A| = Y ; A; (variété de
Schubert).
@ Ona: H*(G(m,C")) @ Z[Xy].
A|=i
@ Homomorphisme d’anneaux
O Z[Xe,. .., Xm] 5" — H*(G(m,CM)).
_ N 7L+/ 1
® [X,] = ®m(1). 0 S (X, xm) = det (X7 Jdet (xI1),
(polynéme de Schur).
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GEOMETRIE ALGEBRIQUE. — Classes de Chern d’un produit tensoriel.
Note (*) de Alain Lascoux, présentée par M. Henri Cartan.

Nous donnons I'expression explicite des classes de Chern d'un produit lensonel de deux fibrés vectoriels,

ainsi que celles de la puissance extérieure et de la p symétrique d
We give the explicit formula for a tensor product of vector bundles, and for the second symmetric and exterior
power.

On a souvent besoin en géométrie, par exemple pour le calcul des singularités dites de
Thom-Boardman dés le deuxiéme ordre, de I'expression des classes de Chern d’un produit
tensoriel et d’un produit symétrique. Le calcul se révele vite impraticable par la méthode
usuelle [cf. (*)], alors que la théorie classique des fonctions de Schur permet de le mener a
bien; nous renvoyons a (*) pour les développements récents.

1. ProbuIT TENSORIEL. — Soient E un fibré vectoriel complexe de rang m et
c(B)=1+c,(E)+...+c,(E) sa classe de Chern dans un anneau de cohomologie
convenable. Rappelons qu’on peut décomposer formellement ¢ (E) en un produit de m

_ facteurs : ¢(E)=(1+a) (1+b). . ., de sorte que les ¢;(E) sont les fonctions symétriques

¢élémentaires en les a, b. . . On écrira ¢ (E)=1I1,_ (1+a). On préfére utiliser les classes de
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Classes de Chern d’un produit tensoriel

@ E, un fibré vectoriel complexe de rang m sur une variété X.

@ c(E)=14c1(E)+c(E)+---+cm(E) € H(X), saclasse de

Chern totale.
m

@ c(E)= H(1 + X;), ou les x; sont les racines de Chern de E.
i=1
@ c«(E) = ex(x1,...,Xm), k-itme polyndme symétrique
élémentaire en les X;.

@ F, un autre fibré vectoriel de rang n sur X.
n
@ c(F)=]](1+y;). oules y; sont les racines de Chern de F.
=1

Probleme

Calculer les classes de Chern de E ® F en termes des classes de
Chern de E etde F.
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Classes de Chern d’un produit tensoriel

@ Les propriétés des classes de Chern impliquent :
C(E®F)= H H +Xi+Y)).
i=1j=
@ En particulier, la classe de Chern de degré maximum est :
Cmn(E®@ F) = H(Xi +¥) =W y)" T +xi/y;)-
i ]

@ En écrivant y* = (1/y1,...,1/y¥n), ona

ex(y™) = en—«(y)/(y1 -+ ¥n)-
@ Etant donnée une partition A = (A4 > A > --- > Ap) C (nM),

soit
At=(N—An>nNn—Am 1 >-->n—2N).
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Classes de Chern d’un produit tensoriel

@ Par la “formule de Cauchy”,

cn(E@F)=[](xi+y) =Y si(x)sp-y(¥):
ij

AC(n™)

@ Le méme calcul donne :

cExF) =TJ((1+x)+y)= Y s:(1+X)sp.y(¥),

ij AC(n™)
ou

a 14+X1,...,14+x
S (1+x):=5,(1+x1,...,1+xXm) = ot ! m)

as(1+x1,...,1+xm)
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Classes de Chern d’un produit tensoriel

@ as(1+x1,...,1+xm) = as(X1,...,Xm).
k

al+5(1 +X17"'71 +Xm) = Z dl/.lall—i-S(X‘h"')Xm)a
uCA

A ::det<<lj+m_j.>> .
Hit+m—1i 1<ij<m

ou :



Classes de Chern d’un produit tensoriel

@ as(1+x1,....,74+xm) =as(x1,...,Xm).

@ Comme (1+x)4tm7 =Y (lj—kll(ﬂ—j) xK, ona
k

al+5(1 +X1,...,1 —|—Xm) = Z d,waﬁa(xh...,xm),
uca

ou :

A :zdet((lﬂ_m_j.)) .
Hit+m—1i 1<ij<m




Lascoux et Chern
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Les géometres algébristes, en premier lieu Grothendieck, ont introduit
le cadre adéquat pour I’étude les polyndmes symétriques.

Ils ne s’en sont guere servis pour des calculs explicites, qui n’étaient
pas leur propos.

On trouve chez eux plutot des formulations du type :

“il existe des polynémes symétriques universels ...”

Alain Lascoux,

Combinatoire et représentation du groupe symétrique, Strasbourg
1976.
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@ R[x]:= R[x1,...,Xn].
@ Pour 1 </ < n, opérateur de différence divisée d; : R[x] — R[X]

(X1, ooy Xis XAy Xn) — F(X1, - ooy Xi 4, Xiy - -+, Xn)

dif)(x) =
(21)(x) i
@ IIs satisfont les relations:
2 =0
8,-8j = 8,-8,- if [i—j] >1,

0,00, = o0 if|i—jl=1.

~~ opérateur bien défini d, pour w € S,.

® y=W,..-.¥n), R==Z[yl, RIx] = Z[x, y].
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Schubert polynomials

@ Wy, I’élément le plus long de Sp,.
@ A(X,Y) = [iyj<n(Xi — ¥)-

Définition (Lascoux-Schiitzenberger, 1982)

Pour w € S;,, on définit

Sw(x,y) = aW‘1W0(A(X>y)) € Z[x.y],

ou les différences divisées agissent seulement sur X.

@ Polyndémes de Schubert simples :

Sw(x) :=6w(x,0).



Polynémes de Schubert (n=3)

(x1 —=y1)( ) (X2 — }’1
(x1 = y1) (X2 —y1) (X1 =y1) (X1 — y2)
laz La‘]
X1 =Y X{+Xe—Y1—)e



Polynémes de Schubert (n=3)

(X2 — }’1
(x1 = y1) (X2 —y1) (x1 — —2)
: '
X1 =Y X{+Xe—Y1—)e
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Polynémes de Schubert et variété de drapeaux

Soit .# I’idéal de Z[x] engendré par les polyndmes symétriques de
degré > 0. Des résultats de Borel et Bernstein, Gelfand, Gelfand
entrainent que :

@ ¥ =[x]/# estisomorphe a I’anneau de cohomologie de
FI(C"). Les x;’s sont les classes de Chern des fibrés en droites
quotients V; — Vi_1.

@ Les Gy (x) mod .7 coincident avec la base des classes
fondamentales des sous-variétés de Schubert de FI(C").

Probleme
Calculer la classe de Chern totale du fibré tangent T de FI(C")

o(T)=[101 +x—x)

i<f

en termes des S (X).




C. R. Acad. Sc. Paris, t. 295 (11 octobre 1982) Série 1 — 393

GEOMETRIE ALGEBRIQUE. — Classes de Chern des variétés de drapeaux. Note (*) de
Alain Lascoux, présentée par Marcel-Paul Schiitzenberger.

Nous étendons la formule de Cauchy (axiome n° 2, dans la numérotation de Grothendieck, de la théorie des A-
anneaux) aux polynomes de Schubert, et I'utilisons au calcul des classes de Chern des variétés de drapeaux.
ALGEBRAIC GEOMETRY. — Chern Classes of Flag Manifolds.

We extend Cauchy formula to Schubert polynomials, which are a natural g lization of Schur functions, and use it
to compute the Chern classes of flag manifolds.

1. POLYNOMES DE SCHUBERT DOUBLES. — On considére I'anneau commutatif Z[A] des
polynomes en les variables de A={a,, ..., a,., | et le groupe symétrique W=W,_ , des
permutations de A. On a défini dans [7] des opérateurs D, @, indexés par les éléments
de W; on désigne par® I'élément de plus grande longueur de W. On pose
X,=dajay"'...a%, et suivant Demazure [3], Bernstein, Gelfand et Gelfand [1], on définit
les polynomes de Schubert X, par :

(1.1) X =X,0.%

(les opérateurs sont notés a droite).
Soit B={b,, ....b,,, | un ensemble de méme cardinal que A. On pose :

(1.2) Xo(A, B)=11, .., (a;+b))
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@ SoitxT =(xy+1,....xp+1) ety = (Xp,...,X1). Alors
o(T) =TT((1 +x1) = x;) = AT, y) = Sy (xT, ).

i<j

@ En utilisant la formule de Cauchy pour les polynémes de
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et:
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@ SoitxT =(xy+1,....xp+1) ety = (Xp,...,X1). Alors
o(T) =TT((1 +x1) = x;) = AT, y) = Sy (xT, ).

i<j

@ En utilisant la formule de Cauchy pour les polynémes de
Schubert doubles :
Z Sy ( (—b)

8u¢9v

et:
Sw(—Y) = Swywny (X) mod .7,

on obtient :

c(T) = ZGW(X+)6WOW(X) mod .#.

@ Gy (x")=6y(x,—1) ~» formule de Cauchy :
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Classes de Chern de la variété de drapeaux

Théoréme (Lascoux 1982)

Dans I’anneau de cohomologie 57,

Z Sy (1)Syw(X)Snow(X),

somme sur V, w € Sp avec £(w) = £(v) +{(vw).

@ Le développement monomial de & (x) a des descriptions
combinatoires (Billey, Fomin, Jockusch, Kirillov, Kohnert,
Lascoux, Reiner, Schiitzenberger, Shimozono, Stanley, Winkel).
~ les entiers & (1) sont bien compris (formule de Macdonald).

@ Il n’existe pas de description combinatoire du développement
d’un produit de polyndmes de Schubert.
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Polynémes de Schubert et lieu de dégénérescence

@ Soit h: E — F un morphisme de fibrés vectoriels sur une variété
X, et

E1CE2C..-CEm:E’ F:Fn_>an1_>"'—>F1

deux drapeaux de sous-fibrés et de fibrés quotients.

@ Etant donné des entiers r(p,q) (1 <p<m,1<qg<n),on
définit

Qe(h) == {x € X | tk(h(X) : Ep(X) = Fo(x)) < r(p.q). P, q}.

Théoreme (Fulton, 1991)

Pour une fonction de rang r vérifiant des conditions appropriées, et
pour un morphisme générique h, la classe [Q2r(h)] € H*(X) est un
polyndme de Schubert double en les racines de Chern de E et F.
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Polynémes de Schubert et lieu de dégénérescence

William Fulton, Flags, Schubert polynomials, degeneracy loci, and
determinantal formulas, Duke Math. J. 1991.

Since the cohomology of the flag manifold is the quotient of a ring of
polynomials by an ideal generated by symmetric polynomials, a
formula for Schubert varieties, as in [BGG] or [D], is only
determined up to this ideal. Lascoux and Schiitzenberger introduced
Schubert polynomials as a set of representatives for these classes with
particularly nice properties. The present work can be seen as a
complete geometric vindication of their insight: the Schubert
polynomials are the only polynomials that satisfy the general
degeneracy formula.
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Le monoide plaxique

@ A=(a<b<c<---),unalphabet ordonné de variables
non-commutatives.

@ A*, le monoide libre sur A.

Le monoide plaxique P1(A) est le quotient A*/ =, ou = est la
congruence engendrée par les relations de Knuth :

xzy = zxy (x<y<zeA),

yxz2 = yzx (x<y<zecA).

@ Robinson-Schensted, Knuth:
~+ chaque classe plaxique contient un unique tableau de Young.
~ produit associatif sur I’ensemble des tableaux de Young.
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La conjecture de Foulkes

Les polynomes de Kostka-Foulkes Kj,(q) sont définis par

S1(x) ZKM )Pu(q; x),

ot les P, (q; x) sont les polyndmes de Hall-Littlewood.

Probleme (Foulkes, 1974)

Montrer que Kj,,(q) € N[qg] en exhibant une statistique combinatoire
T +— ¢(T) sur I’ensemble des tableaux de Young de forme A et de
poids u, telle que :

K)L,u(q) = Z qC(T)-

TeTab(A,u)




C. R. Acad. Sc. Paris, t. 286 (20 février 1978) Série A — 323

THEORIE DES GROUPES. — Sur une conjecture de H. O. Foulkes. Note (*)
de Alain Lascoux et Marcel-Paul Schiitzenberger, présentée par M. André
Lichnerowicz.

On annonce la preuve d’une conjecture de H. O. Foulkes sur certains polynomes intervenant dans les
foncti étri iées aux i projectives du groupe i et des groupes

linéaires sur les corps finis.

One sketches a proof of Foulkes® conje on the pol, ials defining Littl d Q- ions in terms of
Schur functions.

On note Z~ 'ensemble des applications I de N dans Z telles que n1=0 pour tout n assez
grand ce qui permet de définir I*€Z" par nI*= Y mI; le poids de I est donc 0I*. Les

mzn
partitions d’un entier n sont les 1€ Z¥ de poids n telles que 0I=211=221=...
Littlewood (*) a défini une famille basique de fonctions symétriques (en les variables d’un
ensemble arbitraire qu'il est inutile d’expliciter) indexées par les partitions, { Q (I)} au moyen
d’une identité

(1) Q=Y sMF L),

dans laquelle les s (J) sont les fonctions de Schur (modifiées), la sommation est étendue a
toutes les partitions J de méme poids que I et les F(I; J) sont des polyndmes a coefficients
entiers en une nouvelle variable g. Nous proposons d’appeler ces derniers polynémes de
Foulkes en mémoire du regretté H. O. Foulkes auquel sont dus tant de beaux résultats sur les
fonctions symétriques et qui a émis (%) la conjecture que tous leurs coefficients sont dans N.
Nous faisons remarquer que ces polyndmes sont les caractéristiques (polynomiales) d’Euler-
Poincaré des modules inversibles de variétés drapeaux.
Nous annongons le :

TutorEME 1. — F (I;J) est un polynéme monique a coefficients non négatifs qui est nul si l'une
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o Il existe une statistique T — co(T) sur Tab(-, i) telle que
@ co(R) = 0 pour "unique tableau ligne R € Tab(-, ).

@ Soit x la premiere lettre de la premiere ligne du tableau T # R,
de sorte que T = xw. Soit T’ I’'unique tableau dans la classe
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Cyclage et charge

@ La relation de conjugaison dans un monoide .# est
I’équivalence ~ engendrée par: uv ~ vu, (u,v € ).

@ Dans le monoide plaxique P1(A), les classes de conjugaison sont
les ensembles Tab(-, i) de tableaux de Young de poids u.

Théoréeme (Lascoux-Schitzenberger, 1978)

o Il existe une statistique T — co(T) sur Tab(-, i) telle que
@ co(R) = 0 pour "unique tableau ligne R € Tab(-, ).

@ Soit x la premiere lettre de la premiere ligne du tableau T # R,
de sorte que T = xw. Soit T’ I’'unique tableau dans la classe
plaxique de wx. Alors co(T) =co(T')+1.

e Soit ¢(T) := max{co(U) | U € Tab(-,u)} —co(T). Alors c(T) est
la statistique recherchée.




Cyclage and charge (1 = (2,2,1))

Cocharge N Charge

13

4 2|2 0
171

(3]

3 2 (2 2 .
1113 ‘ 11 ‘2 ‘

2 1213 | |2 )
1]1]2] 1123



Le monoide plaxique (suite)

Marcel-Paul Schiitzenberger, in Pour le monoide plaxique, une lettre a
G.-C. Rota, 1995.



Le monoide plaxique (suite)

Marcel-Paul Schiitzenberger, in Pour le monoide plaxique, une lettre a
G.-C. Rota, 1995.

En des lieux divers (le Japon, Strasbourg, le MIT, Marne-la-Vallée),
les mathématiciens qui développent la théorie des groupes quantiques
ont retrouvé le monoide plaxique ou ’'un de ses quotients comme cas
particuliers de leurs constructions: quand, dans leur poétique, ils font
tendre la température q vers 0 pour les cristalliser.



Le monoide plaxique (suite)

Marcel-Paul Schiitzenberger, in Pour le monoide plaxique, une lettre a
G.-C. Rota, 1995.

En des lieux divers (le Japon, Strasbourg, le MIT, Marne-la-Vallée),
les mathématiciens qui développent la théorie des groupes quantiques
ont retrouvé le monoide plaxique ou ’'un de ses quotients comme cas
particuliers de leurs constructions: quand, dans leur poétique, ils font
tendre la température q vers 0 pour les cristalliser.

J.-Y. Thibon et B. Leclerc remontent les grands fleuves de ce continent
qu’ils sont en train de découvrir. A. Lascoux organise [’expédition
que je regarde partir de mon hamac, entre deux palétuviers dans
Uestuaire.
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Polynomes LLT

@ On peut écrire
Ql q X ZKA m

ol @, (q; x) est le polynome de Hall-Littlewood modifié.
° Q,(1:x) Hhuk ), ainsi Q,(q; x) est un g-analogue d’un
produit de polynomes symétriques complets.

@ Les polynomes LLT sont des généralisations des OL(q; X)
donnant des g-analogues de produits de polyndmes de Schur.

@ Ils sont définis combinatoirement en termes de tableaux de
rubans.



Un 11-ruban de hauteur h(R)=6

h(R) _.




Un tableau de 4-rubans de spin 9
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Tableaux de rubans et polynomes symétriques

@ Etant donné des partitions A(V) ...  A1(7 il existe une unique
partition A dont le n-quotient est (A(Y) ... 1(M). Ona:

S0 (X)- - Sum(x) = Y [Tabp(A,u)|my(x)
I

= Yy X

T€Tabp(A,)

Théoréme (Lascoux-L-Thibon, 1997)

@ Définissons : GAMD ... A(M: g x) .= Z g (M x T
TETabp(1,7)

O G(M”, .. ,l(n); g; X) est un polyndme symétrique.
O G((M),---v(.un)iq;X) = Q;i(q,X)




Polynomes LLT (suite)

Ecrivons : G(A™,..., AW q:x) := Y ¢} i (@) S0 (X).
A%



Polynomes LLT (suite)

Ecrivons : G(A™,..., AW q:x) := Y ¢} i (@) S0 (X).
A%

® (1. ;n(Q) estun polyndme de Kazhdan-Lusztig parabolique

de type affine A (L-Thibon, 1998).



Polynomes LLT (suite)

Ecrivons : G(A™,..., AW q:x) := Y ¢} i (@) S0 (X).
A%

® (1. ;n(Q) estun polyndme de Kazhdan-Lusztig parabolique

de type affine A (L-Thibon, 1998).
® ~ €y ,m(q) € N[q] (Kashiwara-Tanisaki, 1999).



Polynomes LLT (suite)

Ecrivons : G(A™,..., AW q:x) := Y ¢} i (@) S0 (X).
A%

® (1. ;n(Q) estun polyndme de Kazhdan-Lusztig parabolique

de type affine A (L-Thibon, 1998).
® ~ €y ,m(q) € N[q] (Kashiwara-Tanisaki, 1999).

Haglund, Haiman et Loehr ont généralisé les polyndmes LLT aux
formes gauches A /.



Polynomes LLT (suite)

Ecrivons : G(A™,..., AW q:x) := Y ¢} i (@) S0 (X).
A%

® (1. ;n(Q) estun polyndme de Kazhdan-Lusztig parabolique

de type affine A (L-Thibon, 1998).
® ~ €y ,m(q) € N[q] (Kashiwara-Tanisaki, 1999).

Haglund, Haiman et Loehr ont généralisé les polyndmes LLT aux
formes gauches A /.

@ Développement combinatoire des polyndmes de Macdonald en
termes de LLT généralisés (Haglund-Haiman-Loehr, 2005).



Polynomes LLT (suite)

Ecrivons : G(A™,..., AW q:x) := Y ¢} i (@) S0 (X).
A%

® (1. ;n(Q) estun polyndme de Kazhdan-Lusztig parabolique

de type affine A (L-Thibon, 1998).
® ~ €y ,m(q) € N[q] (Kashiwara-Tanisaki, 1999).

Haglund, Haiman et Loehr ont généralisé les polyndmes LLT aux
formes gauches A /.

@ Développement combinatoire des polyndmes de Macdonald en
termes de LLT généralisés (Haglund-Haiman-Loehr, 2005).

@ Positivité des LLT généralisés ~~ nouvelle preuve de la positivité
des (q, t)-polyndmes de Kostka (Haiman-Grojnowski, 2008).
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